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Resumen.- Se exponen a continuación los 
resultados obtenidos al aplicar técni-
cas de escalas múltiples, en el estudio 
de una central hidráulica con chimenea 
de equilibrio (Surge chamber). 
Se recogen en primer lugar los re-
sultados bien conocidos de estabilidad 
lineal de las soluciones estacionarias 
del sistema. Se analiza a continuación 
el comportamiento no estacionarlo del 
mismo en las zonas próximas a las super 
ficies de cambio de estabilidad en el 
espacio de los parámetros. Así se des-
criben las oscilaciones para valores de 
los parámetros cerca del límite de esta 
bilidad de Thoma, y las que aparecen 
cuando la potencia de funcionamiento es 
pequeña frente a la máxima teórica. 
1.- INTRODUCCIÓN 
El movimiento oscilatorio del nivel del agua 
en chimeneas de equilibrio ha sido extensamente 
tratado por diversos autores, que han empleado 
con mayor o menor éxito diferentes técnicas para 
estudiarlo. El objeto de este trabajo es mostrar 
cómo pueden obtenerse de un modo analítico los 
transitorios y las oscilaciones no lineales en 
chimeneas de equilibrio con ayuda de las técni-
cas de escalas múltiples. 
El problema físico está descrito, en general 
por ecuaciones en las que, aparte de las varia-
bles que representan el movimiento del sistema, 
aparecen parámetros que varían de acuerdo con 
las características geométricas y físicas del 
problema. Bajo determinadas condiciones éste pue 
de ser considerado muy aproximadamente lineal, 
apareciendo también términos no lineales que se-
rán de magnitud despreciable frente a los linea-
les. Si las escalas de tiempo, asociadas tanto a 
los términos lineales como a los no lineales, 
son muy diferentes, las técnicas de escalas múl-
tiples nos permiten describir el problema con 
ecuaciones más sencillas que las iniciales. 
En el caso de las chimeneas de equilibrio el 
uso de las citadas técnicas está más que justifi 
cado, ya que las Centrales Hidroeléctricas pro-
vistas de este elemento funcionan con velocida-
des de régimen pequeñas frente a la máxima, que 
teóricamente se puede alcanzar, con el fin de mi 
nimizar las pérdidas totales de energía en la 
instalación. 
En estas condiciones aparecen dos escalas de 
tiempo muy diferentes, la más corta asociada al 
movimiento del agua en la chimenea de equilibrio 
y en el túnel que une el embalse con la chimenea, 
y otra escala mucho más larga asociada a los fe-
nómenos de pérdidas por fricción en las paredes 
del túnel y en la base de la chimenea. 
Se atenderá principalmente a las oscilacio-
nes en masa del conjunto túnel-chimenea, no se 
tendrán en cuenta, por tanto, los fenómenos de 
alta frecuencia, de tipo golpe de ariete, induci 
dos en el conducto chimenea-turbina (penstock) 
por cambios bruscos en el régimen de funciona-
miento de la turbina. 
2.- ECUACIONES Y ADIMENSIONALIZACION 
Se plantearán ahora las ecuaciones que des-
criben el movimiento de la instalación a estu-
diar, la cual está dibujada en la figura 1. 
FIGURA 1 
La citada instalación está compuesta por un 
conducto de sección constante (túnel), que lleva 
el agua del embalse a la turbina, cerca de la 
cual existe una chimenea de equilibrio con un es 
trechamiento en su base. En los casos reales la 
chimenea no está colocada a pie de turbina, exis 
tiendo una parte pequeña de la conducción (pen-
stock) , diseñada para soportar el golpe de arie-
te entre la chimenea y la turbina; esta última 
dispone de un regulador que trata de mantener la 
potencia de salida constante. 
En este estudio se supondrá que no hay efec-
tos importantes de interacción entre esta parte 
del sistema y el conjunto túnel-chimenea, como 
se ha mostrado en |lM- | . Esto está justificado 
porque, además, los tiempos de respuesta del re-
gulador son mucho más pequeños que los caracte-
rísticos del conducto principal y la chimenea. 
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Con estas suposiciones las ecuaciones del 
sistema resultan de las ecuaciones de cantidad 
de movimiento en el túnel, continuidad en la ba-
se de la chimenea y energía en la turbina: 
rX l-\ v|v| k dZ dv. 
dt ' tZ- VD 
dZ_ __ 
dt ~ A 
W = nQpg IH - Z - _k_ dZ 2g dt 
2L dt 
Analizaremos la respuesta del sistema descri 
to por estas ecuaciones en el supuesto de que el 
regulador mantiene la potencia W constante; para 
simplificar la exposición supondremos que el ren 
dimiento n, de la turbina es constante. No se han 
retenido los efectos de las aceleraciones en la 
chimenea y en el penstock, cuya inclusión en las 
ecuaciones anteriores con potencia W constante 
conduciría a una respuesta inestable; si se per-
miten las variaciones de potencia de acuerdo con 
la dinámica del reguiador, pueden estabilizarse 
los nuevos modos de oscilación utilizando un re-
gulador de características adecuadas y, en este 
caso, la influencia de las mencionadas acelera-
ciones es despreciable en las oscilaciones en ma 
sa 1141 . ~~ 
Es de destacar que los términos de pérdidas 
(v|v| y dZ/dt |dZ/dt|) son no lineales y tienen 
en cuenta la posibilidad de velocidades negati-
vas en el túnel y en la chimenea. La existencia 
de estos términos será determinante en la apari-
ción de comportamientos oscilatorios del sistema, 
así como en su evolución en función de los pará-
metros . 
Adimensionalizando el anterior sistema de 
ecuaciones obtenemos: 
dt ^'^' s H dx (1) 
dr -e5+-
eto 
i-?-y ¿1 di dT 
sistema de dos ecuaciones diferenciales ordina-
rias, autónomo y no lineal, que ha de ser comple 
mentado con dos condiciones iniciales: 
5(o) = 5° , C(o) = ?° (2) 
Depende además de tres parámetros, la poten-
cia adimensionalizada U), el coeficiente de pérdi_ 
das en la base de la chimenea n, y una relación 
entre las características geométricas del túnel 
y la chimenea e. 
Con las condiciones iniciales (2) y fijados 
los valores de los parámetros, las ecuaciones 
(1) se pueden integrar numéricamente, obteniendo^ 
se los comportamientos transitorios del sistema 
que dependen de las condiciones iniciales y de 
los valores de los parámetros fijados. 
Empezaremos reseñando en los apartados 3 y 4 
los resultados bien conocidos de la respuesta es_ 
tacionaria y estabilidad lineal de la misma. Ver 
l i l i por ejemplo las referencias |4| y |8|. 
3.- SOLUCIONES ESTACIONARIAS 
Pueden darse soluciones de (1) en las que 5 
y C, permanezcan constantes, son las soluciones 
estacionarias del sistema, que tienen gran impor 
tancia pues la instalación está diseñada para 
funcionar normalmente en este régimen. Tales so-
luciones se obtendrán al hacer nulas las deriva-
das con respecto al tiempo de 5 y S3 de donde: 
to = ? (1 
o KJ) to  (3) 
Podremos entonces dibujar co en función de 5 
(figura 2 ) , obteniéndose que, para cada valor 
de ü) por debajo de 2//27, existen dos regímenes 
de velocidad en el túnel, con los cuales se ob-
tiene la misma potencia. El régimen de velocidad 
alta es siempre inestable, por lo que el análi-
sis que sigue está dedicado esencialmente al ré-
gimen de velocidad baja. 
Para valores de ca mayores que 2//27 no exis-
ten soluciones estacionarias, no pudiendo ex-
traerse más de esa potencia en régimen estaciona 
rio. Si a) <0 el problema tiene sentido si supone 
mos que la turbina funciona como bomba. 
FIGURA 2 
4.- ESTABILIDAD LINEAL 
Para estudiar la estabilidad de las solucio-
nes estacionarias obtenidas, linealizamos las 
ecuaciones (1) alrededor de tales soluciones, 
pues para pequeñas perturbaciones de la solución 
estacionaria los términos no lineales son muy pe 
queños y despreciables frente a los lineales. La 
solución general de la forma linealizada del sis 
tema (1) en torno a la solución estacionaria 
(?03?0) puede escribirse como: 
X1T A T 
5 = 5 + Ae + B e 
X.T A T 
£ = £ +A'e +B'e 
o 
(4) 
donde los autovalores X. y A_ son soluciones de 
. . 1 2 
la ecuación característica 
A - TA + A = 0 (5) 
siendo 
-2 +-
!-£, 
1-3? 
la traza y el determinante, respectivamente, del 
problema lineal asociado a (1) para la solución 
estacionaria (5 ,C )• 
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Cuando alguno de los autovalores tiene parte 
real positiva, la solución estudiada es inesta-
ble, porque en todo entorno suyo existen solucio_ 
ansitorias que se alelí 
crece (lím (£.-?. ) = «•J . tiempo 
Resulta entonces que para pequeñas perturba-
ciones si A <0 la solución (E, ,C ) es inestable, 
ya que XjXo <0 y hay, al menos, un autovalor po-
sitivo. Si A>0 y T>0 también es inestable,, pues_ 
to que la parte real de los dos autovalores es 
positiva. Y cuando A> 0 y T <0, la parte real de 
los dos autovalores es negativa y la solución ejs 
tacionaria es estable. 
Analizando desde este punto de vista las so-
luciones estacionarias dadas por (3), se tiene 
que la solución de mayor velocidad, E > 1//3, es 
inestable porque A <0, y para la solución de ve 
locidad menor, E <l//3, es A>0, que será esta-
ble o inestable dependiendo del valor de la tra-
za T. 
En la figura 3 están delimitadas las regio-
nes de estabilidad para esta última solución, en 
función de co y e. 
41 <D A=0 
2 / /27 ¡\ M j _ t l 
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FIGUI *A 3 
Cuando 0 <u <2//27 la solución estacionaria 
(para E0 <l//3) es estable si £ <2(1-E 2) e ines_ 
table para £>2(1-E ). Si la turbina funciona 
como bomba, w <0, esta solución es siempre esta-
ble. 
En el límite de estabilidad de Thoma, T= 0, 
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correspondiente a e= 2(1-E^ ) , se equilibra el 
efecto estabilizante de la fricción en el túnel, 
con el efecto desestabilizador asociado al hecho 
de que si baja el nivel en la chimenea aumenta 
el gasto en la turbina, para mantener la poten-
cia constante, tendiendo a disminuir el nivel en 
la chimenea. Nótese que T es también nulo para 
u= 0, cuando los efectos estabilizantes y deses-
tabilizantes anteriores, ambos proporcionales a 
E , se anulan. 
5.- SOLUCIONES OSCILATORIAS (ciclos límites) 
Si £ = 2(1-E02) (curva 1) ó w = 0 (curva 2), 
la traza del problema lineal asociado a la solu-
ción (E, ,C ) es nula, y además A>0, en este ca-
so cualquier perturbación de la solución estacio_ 
naria da lugar a oscilaciones mantenidas alrede-
dor de la misma, adquiriendo entonces gran impor_ 
tancia los términos no lineales, los cuales se-
rán los que determinen ahora la estabilidad o 
inestabilidad de la solución estacionaria. 
En el límite de estabilidad la traza T cam-
bia de signo, y al ser función continua de los 
parámetros e y w, tenemos que cerca de este lími 
te T <</A, siempre que estemos lo suficientemen-
te alejados de la curva con A= 0. Las soluciones 
del problema linealizado son: 
r- r , TT/2 ,-¡r 
E - E + A e sen/A T + 
o 
T T / 9 £ = C + A' e sen/A"x + 
o 
xT/2 n-
e eos/A T 
. TT/2 r¡-
e cos/Ax 
(6) 
Tenemos asi, en primera aproximación, solu-
ciones oscilatorias de amplitud variable, pero 
en las que, por ser T «/A, la escala de tiempo 
en la que varía la amplitud es mucho mayor que 
el período de oscilación; hay por tanto dos es-
calas de tiempo bien diferenciadas, una de varia 
ción de la amplitud de las oscilaciones, del or-
den de 1/T, y otra del orden del período de las 
oscilaciones 2TT//A, y como T <</A, la primera es 
mucho más larga que la segunda. Si T <0 siempre 
nos podremos acercar lo suficiente a la solución 
(E ,5 ) para que los efectos no lineales sean 
despreciables y la solución sea estable; pero si 
los efectos no lineales tienden a aumentar la am 
plitud con el tiempo (efectos desestabilizantes") 
y se dan perturbaciones lo suficientemente gran-
des, podemos llegar a anular los efectos linea-
les, dando lugar a una solución periódica alrede 
dor de la solución estacionaria, la cual será 
inestable, pues para perturbaciones mayores que 
la amplitud de la solución periódica, los efec-
tos no lineales son mayores que los lineales y 
la amplitud crece, y para perturbaciones menores 
son los lineales los más importantes y la ampli-
tud decrece. 
Por otra parte, si T> 0 y los efectos no li-
neales son estabilizantes (tienden a hacer decre 
cer la amplitud), pueden aparecer soluciones pe-
riódicas estables que rodean la solución estacio 
naria. 
En cualquiera de los dos casos, cuando T 
tiende a cero, la amplitud de la solución perió-
dica tiende a cero, pues los efectos lineales nc 
dan lugar a variaciones de la amplitud si la tra 
za T es nula. 
Este fenómeno es el que se conoce como bifur 
cación de Hopf en la teoría general de bifurca-
ción, |.3|, |7| y |l2|, que se ocupa de la des-
cripción de las nuevas soluciones que aparecen 
cuando una determinada solución deja de ser es-
table al variar los parámetros del sistema, de 
modo que se cruce el límite de estabilidad de la 
misma. Cuando la solución bifurcada es oscilato-
ria, la bifurcación se llama de Hopf. 
Las técnicas de escalas múltiples, Colé |2|, 
Kevorkian y Colé |l0|, Nayfeh |l3|, permiten es-
tudiar este tipo de bifurcación cuando la parte 
imaginaria de dos autovalores conjugados, cuya 
parte real cambia de signo, se mantiene distinta 
de cero. En este caso cerca del límite de estabi 
lidad la parte real de los autovalores es muy pe 
quena frente a la parte imaginaria y existen dos 
escalas de tiempo bien diferenciadas. 
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6.- CIERRE INSTANTÁNEO 
Para ilustrar el empleo de las citadas técni_ 
cas, resolveremos el caso de parada instantánea 
cuando la potencia de partida es Cü • = ó « 1 * , ha_ 
brá que integrar para ello las ecuaciones (1) 
con Ü) = 0 y con las siguientes condiciones inicia 
les: 
culares en la anterior ecuación, de donde se de-
duce que: 
dC 
da' ¿«^V 2 ; §• 0 (9) 
Las condiciones iniciales compatibles con las 
dadas para (7) son C(0) = 1 y <|>(0) = 0. Integrando 
(9) con estas condiciones iniciales resulta: 
^'x = 0 S i ' ÍIT=0 ^oi^oi' 
dond e Ü). = ó = £ .(1-5 - k -I ). 
1 ^oi soi'^oii 
Al ser o). « 1 y eliminar t, de las ecuaciones 
(1) queda el siguiente problema de ecuaciones di^  
ferenciales de segundo orden con condiciones ini 
ciales: 
^|+£^-2(l + ue2)|?|f 
dr (7) 
*W dT 0 T=0 
correspondiente a un oscilador con amortiguación 
no lineal. Expansionando 5 en potencias de 6 con 
coeficientes dependientes de dos variables tempo 
rales x y o basadas en dos escalas de tiempo, 
una del orden del período de las oscilaciones 
(x^l) y otra, mucho más larga, del orden del 
tiempo de amortiguamiento ( T ^ I / Ó ) , 
5 = 6y1(x,a) + ó y (x,o) + 
T(1+ x 6 + ) , a = TÓ 
Al sustituir en (7) obtendremos: 
8 y l 
^
 2 
dx 
+ ey1 + <T 
2 2 
8 y. 
— + ey2 + 2 3x3a 
3y, 
+ 2(l + y £ 2)| y i|^i 
donde se han despreciado términos de orden supe-
rior a 6 . En primera aproximación 
a 2 
8 y-, 
3x 
2 + £ y i 
de donde: 
y = C(a) eos ( /e x + <j>(a)) ( 8 ) 
En segunda aproximación, al sustituir y. por 
el valor (8) 
s-+ ey -2-íí-T- s e n ( / e x+<¡>) + 2/e" C cos(/Fx+<t>) - ^ + 
9x da da 
+ 2 / e ( l + y e )C | C O S ( / E X+<}>) | s e n ( / e x+(f)) 
Al imponer que el desarrollo asintótico de 5 
en potencias de ó sea uniformemente válido (para 
todo valor de x), no deben aparecer términos se-
* NOTA: Esta suposición de potencia w . <<1, como 
veremos más adelante es normal en los casos de 
interés práctico en los que se busca minimizar 
las pérdidas por fricción. 
<)> = 0 C = {l + ua(l+ye2)/3ir} 1 
Por l o que en pr imera aproximación l a so luc ión 
es o s c i l a t o r i a , de pe r íodo 2 T T / / E , en l a e s c a l a 
c o r t a , con una ampl i tud que se amort igua en t iem 
pos de l orden de 2iru)¿ / / e >> 2 i r / / e , h a s t a l l e g a r 
a a n u l a r s e . 
5 = 1 M- 2 
1 + Tr-(1+U£ ) (JD.T 
3TT I 
C O S ( / E T ) + O(ü). ) 
7.- TRANSITORIOS Y CICLOS LIMITES CERCA DEL LIMI 
TE DE ESTABILIDAD 
Estas técnicas se pueden emplear de manera 
similar para describir las soluciones del siste-
ma (1), con valores de los parámetros cercanos a 
los correspondientes a las curvas de traza nula 
de la figura 3, en este caso el amortiguamiento 
lineal es muy pequeño, a consecuencia de la com-
pensación de los efectos estabilizadores y deses 
tabilizadores lineales, por lo que los pequeños 
efectos no lineales se hacen importantes dando 
lugar a modificaciones de las zonas de estabili-
dad de la solución estacionaria. 
2 
En la curva 1 tenemos que £= 2(l-50 ) , rela-
ción correspondiente al conocido límite de esta-
bilidad de Thoma, que da un área de la chimenea 
mínima, por debajo de la cual la solución esta-
cionaria es inestable y por encima estable, des-
de el punto de vista de la teoría linealizada. 
Si se hace un estudio más exhaustivo alrede-
dor de este límite (zona cercana a la curva 1) 
empleando las técnicas de escalas múltiples, ob-
tendremos que en primera aproximación, consecuen 
cia de despreciar términos del orden de 6 , las 
soluciones son del tipo: 
5~ = 6C(a) eos (Kx+<|)(a)) 
? = 6 2? C(a)cos(Kx+<Ka))-KC(a)sen(Kx+cl>(a)) (10) 
siendo 6 un parámetro, supuesto pequeño frente a 
la unidad, que expresa lo alejado que se está 
del límite de estabilidad de Thoma; escribiendo 
9 2 » 
e - 2(1-5^) = ó cuando se está en la zona inesta 
ble y e - 2(1-5;:) = -6 si estamos en la zona es-
table. K=2(1-35 ) es la frecuencia de oscila-
ción en la escala corta, x y a son las variables 
tiempo adimensionalizadas con las escalas corta 
y larga respectivamente: 
x = x(l + x ó + . . .) a = TÓ • 
Se debe imponer que en las sucesivas aproxi-
maciones no aparezcan términos seculares, es de-
cir, términos que se hacen infinitamente grandes 
cuando el tiempo crece, puesto que si los hubie-
se el desarrollo no sería uniformemente válido, 
y la solución no sería correcta, ya que la dife-
rencia entre la solución real y la calculada de-
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jaría de ser un infinitésimo de orden superior a 
6, para ser de orden 6 para tiempos por encima 
de un determinado valor. Las ecuaciones que de-
terminan la variación de la amplitud y la fase 
con la escala larga, se obtienen al eliminar los 
términos seculares en las aproximaciones de or-
den superior. 
Así cerca del límite de estabilidad de Thoma 
(6=0) tenemos los siguientes resultados: 
Para y=0 (sin orificio amortiguador en la 
chimenea), las ecuaciones: 
dC. 
da' 
2d-C> 
-C + 
? (5-9?") 
o o 
4(1-3? 2)(1-?2) 
o o 
9 4 
•47? - 60? 
o o 
da
~6/2(l-3?2)3/2(l-
o 
') 
c 2 ^ 
5-9? 
(lia) 
(11b) 
junto con las condiciones iniciales C(0)=Co, 
0(0) = <f>0 describen la evolución de la amplitud y 
fase de las oscilaciones cuando se está en la zo_ 
na estable, e-£T = -62 (eT = 2(1-?^)) . Para e-ET= 
= ó , en la zona inestable, las ecuaciones de 
evolución de C y <j> son las mismas, salvo que el 
término lineal en C de la ecuación (lia) cambia 
de signo, por lo que cualquiera que sean los va-
lores iniciales de C y <f> la amplitud termina to-
mando un valor infinito para un valor finito de 
O. 
Los efectos asociados a la presencia de un 
orificio amortiguador se hacen importantes cerca 
del límite de estabilidad, aún para valores pe-
queños de y. Para analizar el caso 0 i- y « 1 , con 
viene utilizar como parámetro pequeño y en lugar 
de 6, al que reemplaza en las definiciones de x 
y a, obteniéndose las siguientes ecuaciones para 
C(a) y <f>(a): 
dC 
da' 
e.,5 l^ o 
2(l-? o) 
IR ? 3/2 o 1/2 9 
4(1-3? Z)(l-?' 
o o 
A^ 3 2 C 9 9 i/2 
JL ÍL(l_3?2)(l-?2) 
dCT
 3/2^ 
(12a) 
(C-C p) + 
Las ecuaciones (lia) y (12a) tienen solucio-
nes para las que C toma un valor estacionario, 
que representan modos de respuesta del sistema 
oscilatorios con amplitud constante. En el plano 
de las fases (?,?) aparecen como ciclos límites 
que rodean a la solución estacionaria (?0,50). 
El ciclo límite será estable si (dC/da) <0 cuan-
do tengamos amplitudes mayores que la suya, y 
(dC/da) > 0 para amplitudes menores, y será ines-
table en caso contrario. 
El coeficiente de distorsión x-^  de la escala 
corta, al cual puede asignársele un valor arbi-
trario, sin afectar a los resultados, ha sido 
elegido tanto para el caso y = 0 como para el ca-
so y 5* 0, de manera que no aparezca variación de 
la fase <|> con a en los ciclos límites inestables. 
Así se han obtenido los valores 
4(l-?o ) 
1+ 
2(1+47?2 - 60?4) 
o vo 
3(l-3?2)(5-9?o2) 
para y; 
1 2 4(l-?o2) 
16 2 l/2 2 1/2 
+ ~{1-3K ) (1-? ) ? C 3ir o ^o o p 
1 + 47? - 60? 
ñ 2[ Cp P a r a y ^  
12(1-3? )U-? ) 
Estos valores pueden utilizarse para calcu-
lar, sin dificultad, el período de los ciclos lí 
mites estables o inestables. 
En la figura 4 está dibujada la amplitud de 
los ciclos límites, que aparecen (por bifurca-
ción de Hopf en el punto de cambio de estabili-
dad) para y= 0 y y i 0, en función del parámetro 
e, con un valor de ?0 determinado, no variando 
esencialmente el carácter de estas curvas cuando 
?_ varía. En trazos se representan los ciclos lí 
mites inestables y en continuo los estables; la 
solución C = 0 que siempre existe corresponde a 
la estacionaria. 
Obsérvese que la bifurcación es subcrítica 
en el caso y= 0, pues la rama aparece hacia la 
zona estable, en cambio la bifurcación es super-
crítica en el caso y^ 0; pero la solución de ti-
po ciclo límite, bifurcada "regresa" hacia la zo 
na estable después de alcanzar un punto de bifur 
cación secundaria de tipo pliegue. 
1 + 47? 2 - 60? H  
o o 
6/2(l-3?2)3/2(l-?") 
^o o 
— (c2-c2) 
2 N V p ; 
(12b) 
donde e-, = {e-2(l-? )}/y se supone del orden 
unidad y 
C = 
P 
2(1-3?QZ) 
5-9? 2 
2 3/2
 2 3/2 
3TT ? 
o 3 o O 
256 <*-<> ( 1-V } 
9U2 ? 2 
5
"9£, 
1/2-, 
"1 2 2-6? J 
(13) 
C x 10 
-
 C
°
=
"
2 
116.478 
-10 0 10 io0xí£-2(l-?¿))= 
(e = 1.92)
 / ° 
=100x(£-1.92) 
FIGURA 4 
Las ecuaciones (11) y (12) junto con las con 
diciones iniciales C(0j = C y (j)(0) describen, 
como hemos dicho, los transitorios del sistema 
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hacia la solución estacionaria o hacia el ciclo 
límite estable, en el caso de que las amplitudes 
iniciales correspondan al dominio de atracción 
de las soluciones estables; en el caso contrario 
las ecuaciones determinan la evolución hasta que 
la amplitud toma un valor infinito en un tiempo 
finito. 
Conviene observar que el dominio de atrac-
ción de las soluciones estables está dado por 
C <C , y no existe para e^ >e^Q, donde Cp es la 
amplitud del ciclo límite inestable dada por (13) 
y e^ Q el valor de e^ que anula el radicando de 
dicha expresión. 
'10 
512 
2 
9ir 
(l-3?¿) (1-5 ) 
o o 
2 2 
? o 2 ( 5 -9?; ) 
(14) 
Así pues, la existencia de un ciclo límite 
inestable que rodea en el plano de las fases (?, 
£) a la solución estacionaria (? 0JC 0) para valo-
res de los parámetros w,£ dentro del dominio de 
estabilidad de Thoma, implica que si las pertur-
baciones sitúan el sistema fuera del ciclo lími-
te inestable, esto es con C > Cp, la evolución 
posterior del mismo lo alejará cada vez más de 
la respuesta estacionaria. Esto, en la práctica, 
lleva consigo una reducción del dominio de esta-
bilidad, cuando se anticipan perturbaciones fini 
tas del estado del sistema respecto al estado es 
tacionario. 
En la figura 5 se comparan los resultados 
teóricos para el valor de £ asociado a los ci-
clos limites estables e inestables, con los obte 
nidos por integración numérica directa del siste 
ma (1). _ 
Curva para 
FIGURA 5 
u = 0 y ? o = 0 . 4 
y = 0 y ? o = 0 . 3 
U = 0 y ? o = 0 - 2 
y = 0 .1 y ? o = 0 . 3 
y = 0.05 y ? o = 0 . 2 
Observándose la notable exactitud del método 
de las escalas múltiples, sobre todo cuando se 
toman valores muy pequeños de C, & y p, 
Los resultados anteriormente comentados ya 
habían sido obtenidos cualitativamente por Evan-
gelisti ¡6| en el caso y= 0; sin embargo, el usó 
para su obtención la primera versión del método 
de Bogoliubov y Krylov, método poco adecuado al 
presente problema, ya que desprecia términos que 
aquí son importantes , 
Nuestro resultado para la amplitud y período 
del ciclo límite es: 
cr 
(2(l-Co2)-e) (2-6?Q2) 
(5-9?^) 
1/2 
T = 
2ir 
[2(1-3E2))1/2 
Mientras que en la citada referencia de Evange-
listi se da: 
(2(l-5o2)-e) 2(l-Co2) 
3e - 2(1-? ) 
o 
1/2 
. 2TT 
Hay que tener en cuenta, además, que Evange-
listi en su análisis hace la siguiente suposi-
ción: 
i-e « 1 
que se da en los casos prácticos de potencias de 
operación tü <<1, que conducen a ? « 1 . Por otra 
parte, al estar cerca del límite de Thoma: 
2(1-? 2)-e « 1 • 
o 
Resultando que con estas aproximaciones: 
1/2 
T ~/2 TT y 
T„ =/2ir , 
bv 
siendo nuestros resultados, en lo que se refiere 
al período, iguales que los de Evangelisti, pero 
no ocurre así con los obtenidos para la amplitud 
del ciclo límite. 
Cuando y # 0 (suponiendo y <<1), al hacer en 
(12a) nula la derivada de C con respecto a a, se 
obtienen dos soluciones: 
2(1-3?2) 
5-9? ¿ 
3/2 
(1-3?2) (I-?2) 
3/2 
.„ (1-3? 2 ) 3 (l-? 2) 3 256 o o 
„ 2 _ 2 
9TT ? 
5-9? 
1/21 
'* 2(1-3? 2)J 
Ce. tiene sentido siempre que e.. <e l n, co-
rrespondiendo a la amplitud de un ciclo límite 
inestable, el cual rodea a la solución estaciona 
ria estable para e.. > 0, y al ciclo límite esta-
ble de amplitud Ce que existe cuando 0 < e., <e. • 
este último a su vez rodea a la solución estacio 
naria inestable. Cuando e^> e>_ la única solu-
ción periódica que existe es la nula que es ines_ 
table. 
En el punto de bifurcación, ej=0, el ciclo 
límite estable tiene amplitud nula, confundiendo 
se con la solución estacionaria estable. En el 
punto de bifurcación secundaria, tipo pliegue, 
dado para e^ = e,,Q, ambos ciclos límites coales-
cen en un ciclo límite semiestable. 
Tenemos pues, una nueva configuración en la 
que existe una solución periódica estable que 
sustituye a la estacionaria estable para £>E^, 
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ampliándose por otra parte los dominios de atrae 
ción de las soluciones estables con respecto al 
caso y = 0, lo cual supone a nivel práctico un au 
mentó de la región de estabilidad en el plano de 
los parámetros. 
Igualando en la zona linealmente inestable 
la energía aportada al sistema durante un ciclo 
por los términos lineales a la disipada en el 
orificio amortiguador Escande |5| consigue, para 
los casos en que y es del orden unidad, descri-
bir la aparición del ciclo límite estable. Por 
no incluir otros efectos no lineales desestabili 
zantes, el procedimiento de Escande no permite 
describir el ciclo límite inestable que rodea al 
estable, y sustituye la curva de bifurcación C(e) 
por su tangente en £ = E_. 
Nuestro análisis para y « 1 permite entender 
cómo el ciclo límite estable que aparece, como 
observó Escande, por bifurcación supercrítica se 
convierte en inestable al alcanzar £ un valor 
£j + y2e;,Q y regresa hacia la zona estable como 
el ciclo límite inestable previsto por Evangelis 
ti para y = 0. 
8.- TRANSITORIOS Y CICLOS LIMITES PARA POTENCIAS 
PEQUEÑAS 
Hasta ahora se ha supuesto que £ 0^1, es de-
cir (d^l, pero en la práctica se puede suponer 
2 11/2 
C -l| C^l 
que £ 0 « 1 ((o « D , puesto que W • ^Q^ -,0, .,0, 
siendo -EL~ | EL | el término correspondiente a per ^(^ol £J>, 
' O I ''O i _, — 
didas por fricción en el túnel de alimentación, 
el cual se trata de minimizar al máximo. Trabaja 
remos, por tanto, con EL «1, que corresponde a 
(JÚ mucho menores que la 0) máxima de operación 
2//27. 
En estas condiciones nos movemos cerca de la 
curva 60 = 0, que es de traza T nula, y por tanto 
se podrán utilizar de nuevo las técnicas de esca 
las múltiples para describir las soluciones del 
sistema (1). 
Para este límite se empleará EL = 6 « 1 como 
O r\ | 
parámetro pequeño; nótese que 0)= 6-6 |6|. Cuando 
se describe la solución, utilizando las técnicas 
de escalas múltiples, en forma de un desarrollo 
asintótico en potencias de ó, el estado del sis-
tema está dado, salvo términos del orden de ó , 
por: 
£ = S{1 + C(a) eos (/ex + <f>(o))} (15a) 
?= -6/ic(a) sen (/e x + <J>(a)) (15b) 
en las que intervienen las variables temporales 
x y a (escalas corta y larga) dadas por: 
a = T<5 T(1 + óx11 . . . ) , (15c) 
Eligiendo para x-, el valor cero, la ampli-
tud y la fase se comportan, según se obtiene en 
el análisis hecho en el Apéndice , de acuerdo 
con las siguientes ecuaciones: 
dC. 
da" 
# 
da' 
A U £ V + f -Cf(C) (16a) 
Cl6b) 
0«C< 1 
f(C) = 1 - | a r c o s i + 4 r 2+-
1T C 371 
f(C) = 1 
Las ecuaciones (16) junto con las condicio-
nes iniciales C(0) = C , <j>(0)=<|>0, describen los 
transitorios del sistema (1), cuando GJ<<1, para 
todo valor de e y y. Nótese que este análisis 
permite tratar casos en los que las perturbacio-
nes de la velocidad son del orden de la veloci-
dad estacionaria, incluyendo situaciones en las 
que aparecen velocidades negativas en el túnel. 
Al igual que en los casos anteriores, las am 
plitudes de los ciclos límites se hallarán ha-
ciendo dC/da = 0, con lo que de la ecuación (16a), 
al imponer esta condición, se obtendrá la evolu-
ción de las soluciones periódicas con los paráme_ 
tros £ y y; este resultado está representado en 
la figura 6. 
donde: 
FIGURA 6 
Se observa que para todo valor de y existe 
un ciclo límite estable que rodea la solución es 
tacionaria inestable (e>2), bifurcando desde el 
punto de cambio de estabilidad de la solución es 
tacionaria (t-2, condición de Thoma), tendiendo 
la amplitud del ciclo límite hacia cero para £ 
tendiendo a infinito, con y^0. 
Vemos también que para y<<l, los resultados 
aquí obtenidos para la bifurcación no concuerdan 
cualitativamente con los resultados obtenidos pa 
ra iii^ l. De hecho, como puede observarse en la 
figura 6, para y « 1 la amplitud del ciclo lími-
te crece, para e ligeramente mayores que 2, rápi. 
damente hasta alcanzar valores de C mayores que 
la unidad, creciendo después mucho más lentamen-
te. Este cambio de ritmo de crecimiento se debe 
a que para C> 1, de acuerdo con (15a), se produ-
cen velocidades negativas en el túnel; de manera 
que los efectos no lineales debidos al término 
-C|C| de (1) se hacen fuertemente amortiguantes, 
apareciendo éstos, al igual que los correspon-
dientes al término y(d¡;/dT) | d£/dT | cuando y ^  1, 
en segunda aproximación para determinar la ampli 
tud de los ciclos límites (los demás efectos no 
lineales , incluido EJ | EJ | cuando las velocidades 
son siempre positivas por ser C<1, aparecen en 
aproximaciones de orden superior). 
Al hacer un estudio más detallado de los ca-
sos en que además de considerar OO<<1 y y « 1 su 
ponemos que £-2 << 1 |lM-|, se tienen resultados 
que concuerdan con los obtenidos para oo^l, come 
se puede apreciar en la figura 7, ya que cuando 
no hay posibilidad de que haya velocidades nega-
tivas en el túnel, C<1, la bifurcación se produ 
ce de la misma forma que la dada en la figura 4. 
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Sin embargo, cuando el valor resultante de C es 
mayor que 1 hay velocidades negativas en el tú-
nel en algunos momentos de la oscilación, y apa-
rece la bifurcación supercritica en forma de ci-
clo límite estable, que es lo que se observaba 
en la figura 6. 
Ce=2) 
FIGURA 7 
El estudio hecho para u) « 1 , cuyos resulta-
dos se reflejaron en la figura 6, deja de tener 
validez cuando C>> 1, no se conoce por tanto la 
evolución de los transitorios y ciclos límites 
cuando y <<1 y C toma valores muy grandes. Pode-
mos hacer, sin embargo, un estudio para amplitu-
des de las oscilaciones del orden de la unidad 
cuando e » 1, es decir para áreas de la chimenea 
muy pequeñas con respecto a la correspondiente 
al límite de Thoma; ya que, en este caso, varia-
ciones pequeñas de la velocidad en el túnel se 
corresponden con variaciones del orden de la uni 
dad del nivel de la chimenea. 
Como parámetro pequeño tomaremos de nuevo 
£0 = 6 « 1 . y analizaremos el límite distinguido 
en que z& ' =E y yó ' =y son del orden de la 
unidad. Utilizaremos las siguientes expresiones 
para las variables que intervienen en el proble-
ma: 
C = ó1/3yo + 5(l+yi) + ... 
s = zo + ó 2 / 3z 1 + ... , 
donde y., Z . dependen de las variables tempora-
les rápida ' y lenta definidas por X=T6--'-'^( 1+ 
+ ó2/3Xi + . . . ) , a=T&^3. 
De esta forma, las soluciones del sistema (1) 
resultan ser en primera aproximación, 
f l / 3 C(a) £ = ÓJ 
/E 
-eos ( / E x t $(a)) 
x, - -C(a) sen (/Ex + <\>(O)) . 
La evolución de C y § con la escala larga, 
viene dada por las ecuaciones: 
dC. 
da' 
d£. 
da' 
1+y E 2 
/i 3T 
4c 2 
C
 CC1-C2)1/2 
(17a) 
(17b) 
habiendo elegido x^ = 0 para que la fase se man-
tenga constante en la escala larga O. 
Conviene hacer notar que en esta aproxima-
ción, cuando C=l, se tiene que: 
Z= -H sen (/E x + (fi) 
con lo que para algunos valores del tiempo la chi 
menea está completamente vacía. En realidad, el~* 
análisis falla cuando la solución de (17) condu-
ce a valores de C>Z1/H, donde Z., es la altura 
del nivel del embalse sobre la base de la chime-
nea. 
Las soluciones oscilatorias o ciclos límites 
se obtienen de (17) con dC/da=0; las amplitudes 
están dibujadas en la figura 8 en función de y y 
E. 
1 10 
FIGURA 8 
En ella se observa que para y>y 1 = 1.785 la 
solución estacionaria inestable ( e » l ) , está, 
para todo valor de e, rodeada por un ciclo lími-
te estable, que a su vez está en el interior de 
uno inestable; los resultados, por supuesto, no 
tendrán sentido práctico cuando su amplitud exce 
da del valor Z-^ /H. 
En los casos con y < y^  se encuentran dos va-
lores de E para los que ambos ciclos límites coa 
leseen en uno semiestable, dejando de existir en 
el intervalo de valores de E que hay entre ellos. 
Se han obtenido numéricamente las evoluciones 
con z de los ciclos límites en dos casos signifi 
cativos, y se han comparado estos resultados con 
los teóricos en las figuras 9 y 10, comprobándo-
se la eficacia de las técnicas analíticas utili-
zadas . 
FIGURA 9 
9,- POTENCIA DE SALIDA VARIABLE 
En todo lo dicho hasta ahora, se ha conside-
rado que el regulador es lo suficientemente fiel 
y rápido como para que la potencia dada por la 
turbina se mantenga constante. En la práctica es_ 
ta aproximación es buena en lo que se refiere al 
estudio de las oscilaciones en masa del sistema, 
pero puede darse el caso de que la potencia de 
salida, debido a causas externas, sufra pertur-
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o V- 0 . 1 
4-
,\. 
K = o . i 
0 
2-
* 
En el sistema (20) puede presentarse también 
bifurcación de Hopf al cambiar la estabilidad de 
las soluciones estacionarias dadas por (21); en 
este caso aparecerían soluciones periódicas del 
problema (20) que se corresponden con soluciones 
casi periódicas del sistema (18), excepto cuando 
la relación entre las frecuencias de oscilación 
en las escalas corta (x) y larga (a) es racional 
FIGURA 10 
baciones que dependan del tiempo. Si éstas son 
periódicas, y de frecuencia muy próxima a la pro 
pia del sistema, se producen fenómenos de reso-
nancia. 
Analizaremos estos fenómenos en el supuesto 
de que la potencia w fluctúa sinusoidalmente. En 
este caso las ecuaciones (1) quedan de la forma: 
dx -ck • < • , & dT 
£Cú(l+W COS VT) ( 1 8 ) 
dT e ? + l - ? - y ( d í ; / d T ) | d ? / d u ! 
donde w, u)., y V son constantes. Estudiaremos la 
respuesta del sistema, con técnicas de escalas 
múltiples, en el_caso límite distinguido en que 
C0 = 6 « 1, <x>i = ÓÜJ]_ y V = /E + 6v, con co^  y v del 
orden unidad. Las soluciones pueden obtenerse me 
diante desarrollos de C y í en potencias de ó, 
con las variables temporales x,0 definidas por 
(15c), coincidiendo en primera aproximación con 
las obtenidas para u>^ = 0 (15a) y (15b): 
5= ó {l + Cía) eos (/ex + i>(a))} 
c, - -6/e C(a) sen (/E x + 4>(a)) • (19) 
Sin embargo, la evolución de C y | con a ven 
drá dada, si se elige x^ = v//i~, por las siguien-
tes ecuaciones, de tipo autónomo: 
dC 4 2 2 £C 
to=-3?yE C + -
* D - ^ , 
to=-V"~COS* 
Cf(C) - - i — sen( (20a) 
(20b) 
obtenidas al eliminar los términos seculares en 
las aproximaciones de orden superior. 
Las ecuaciones anteriores han de ser comple-
mentadas con las condiciones iniciales C(0) = C , 
<t>(0)=4>0, para describir los fenómenos transito-
rios que se producen en el sistema (18) en el ca 
so límite distinguido considerado. Nótese que en 
el caso límite, de gran interés, considerado, la 
solución del sistema no autónomo (18) es sinusoi 
dal, de acuerdo con (19), en la escala corta; pe" 
ro su amplitud y fase pueden oscilar con la esca 
la larga, de acuerdo con el sistema autónomo 
(20). Las soluciones estacionarias de (20) co-
rresponden a soluciones periódicas del sistema 
(18) y vienen dadas por: 
w^e 
t g a = 
- 2 
v + 
¿M£2C + f (C) - f 
( 2 1 ) 
2 - — y £ C f ( C ) 
APÉNDICE.- ESTUDIO DEL SISTEMA PARA POTENCIAS 
PEQUEÑAS 
Suponemos en e s t e c a s o q u e 0 < £ = ó « 1 , 
LO = 6 - 6 3 y E y y d e l o r d e n de l a u n i d a d . 
E x p a n s i o n a m o s en p o t e n c i a s de 6 a l r e d e d o r de 
l a s o l u c i ó n e s t a c i o n a r i a ( 6 , 6 ^ ) 
5 = 6 ( l + y i ) + 6 y 2 + . . . 
? = Z 1 + 6 2 ( l + Z 2 ) + . . . 
( A . l ) 
Las nuevas variables y. y Z- son del orden 
de la unidad y dependen de las variables témpora 
les x,a (escalas corta y larga respectivamente) 
que se definen como: 
x = x(l + óx^ + .. .) , a = TÓ. 
Sustituyendo las anteriores expresiones en 
el sistema (1), admitiendo que son derivables es 
tos desarrollos, se obtiene el sistema: 
3 y i , 2 í 3 y 2 3 y i 3 y i 6-5 +0 -5 + X -TT +-¿ 
ox dx 1 dx 3a 
= ÓZ.,+6' 1 Z 2 + l - ( l + y 1 ) | l + y 1 | + y 
9A 
3x 
3Z„ 
3x 
3Z 
3x 
'
3Z2 
Tx + x 
3 Z 2 3 Z 2 
1 ~3x" + *3a" 
+0(<5 3 ) 
( A . 2 ) 
= - 6 £ y i + 6 2 {-Ey2+EZ1} + 0 ( 6 3 ) 
I d e n t i f i c a n d o l o s c o e f i c i e n t e s de l a s d i s t i n 
t a s p o t e n c i a s de <5 en l a s e c u a c i o n e s ( A . 2 ) s e 
t i e n e , p a r a l a r e s p u e s t a d e l s i s t e m a en p r i m e r a 
a p r o x i m a c i ó n : 
3y 1 
3x 
3Z1 
~3x~ -ey. 
Al ser Z]_ = Z^ CxjO") y1 = y1(x,a), la solución 
general del sistema es: 
y 1 = C(a) eos (/i x + 4>(a)) 
Z = Victo) sen (/e x + <j>(a)) 
(A.3) 
que son soluciones periódicas en la escala corta 
x, con amplitud C y fase <f> dependientes de la es 
cala larga a. Estas sólo pueden determinarse con 
ayuda de las ecuaciones que describen la segunda 
aproximación: 
^ - z 
3x V 
3Y-L 3 y 1 
4i ~5T~To • + 1 -
3Z„ 
( l + y i ) | l + y i | + v _ -
3Z„ 
3x 
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3Z2 
TbT=-£y2 
3Z. 3Z„ 
"1 3x -^—+
 £Z„ 3o 1 
que, cuando se sustituyen los valores anterior-
mente hallados de y y Z , toman la forma: 
3y 2 d c 
-~—= Z 0 +x , / e C s e n ( / e x+c¡>)- -r— eos ( / i x+<t>) + dx 2 1 do 
+ -3 -^C s e n ( / e x+<j))+l-(l+C c o s ( / e x+<f>)) • 
• 11+C eos ( / i " x+(j>) | -ye C C O S ( / E x+if) • 
• | C c o s ( / e x+c|>) | 
- K — = -ey„+x.eC cos(/e x+d>) + / e 3—sen(/e x+d>) + 
o x ¿ 1 acf 
+ /E -¿CCOS(/e x+<¡))-e C sen(/e x+<j>). 
Para asegurar que los desarrollos (A.1) sean 
uniformemente válidos para todo x, se debe impo-
ner que no aparezcan términos seculares en las 
soluciones particulares del sistema anterior. 
Eso se consigue exigiendo que los primeros termi 
nos del desarrollo en serie de Fourier respecto 
a (/ex+<J)) de los segundos miembros de estas 
ecuaciones, cumplan las siguientes condiciones 
de no secularidad: 
dc
 = _ Ay EV + ££_Cf(c) 
da 3TT M 2 ^r^-1 (A.4) 
donde: 
f(C) 
f(C) = 1 
2 1 2 1 - —arcos — + r^— 
7T C 3TT 
2t7 
C J 
(C 2-l) 1 / 2 O Í 
o se $1 
Estas ecuaciones complementadas con condicio 
nes iniciales C(0) y <|>(0), compatibles con las 
dadas para el problema original (1), darán por 
integración la amplitud C y fase (¡) de la solu-
ción oscilatoria (A.3) del sistema en este lími-
te distinguido. 
NOMENCLATURA 
f Coeficiente adimensional de pérdidas, que en 
globa las producidas por fricción en el tú-
nel y por la descarga del agua en la base de 
la chimenea. 
k Relación entre las pérdidas producidas por 
fricción en la base de la chimenea y la ener 
gía cinética en la misma. 
t Instante considerado en tiempo real. 
v Velocidad en el túnel. 
W Potencia generada por la turbina. 
Z Diferencia instantánea de nivel entre el em-
balse y la chimenea. 
£ 2ATL/(fAsH). 
£ Z/H. _ 
t, Valor positivo de t, cuando £ = 0 en el ciclo 
límite. 
n Rendimiento de la turbina. 
u kfH2/(4L2). 
E, (f /( 2gH)) 1' 2
 v (Velocidad adimensionalizada 
en el túnel). 
T (fgH/2)-'-'2 t/L (Instante considerado en tiem 
N po adimensional). 
ü) (f/(2gH))1/2 W/(n p gH AT) (Potencia adimensio 
nalizada ). 
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